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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. a) Demonstrati ca: [x]%{x%—%} =[2x], VxeR.

b) Rezolvati ecuatia: { 2x3— 1} + {4):_ 1} =5x—-4.

¢) Dacd n si k sunt numere naturale astfel incat 2 <n <2 demonstrati ci:

n+l n+2 n+2’ n+2*
2 + 22 + 23 +...+ F =n .

Solutie.
a) Daca neZ,nSx<n+%:>[x]:{x+%}:n $1[20] =271 s Ip
5 1 1 .
Daca n+ESx<n+1:[x]:n, x+5 =041 81 [20] 22041 s Ip
B) Notm 2ty s x =32 Ip
3 2
Ecuatia devine [y]‘{y"‘%}: 15y=3 =[2y]= 15)}2_3 ZIE T oo Ip
:2m+3;—2<mS£:>m:0:>y:l six:i .................................................................... Ip
15 11 5 5
1
o {Hﬂ:[zx]-[x] ...................................................................................................................... Ip




2. FieAABCsi A'e (BC ) Dreapta AA' intersecteaza a doua oara cercul circumscris AABC 1n D.
a) Demonstratica AA"A'D=A'B-A'C ;
b) Daci centrul de greutate Ge AA' demonstrati ci: 9AG-GD = AB* + BC* + CA*;

Solutie.
a) XABC = <ADC si <BAD =<BCD = AABA'~ACDA'= AA"A'D=A'B-A'C ................ 2p
b)
2
A Gear=Ba=ac=2Cap=BC Ip
2 4-AA'
G ' 2 142 2
GD=GAw A=A BC _AAATRIBCT 2
3 4-AA 12- AA

C

D

2 4-AAT+3BCT 2(AB*+AC?)-BC* +3BC’

9AG-GD =9-= AA =AB*+AC*>+BC* ... 2p
3 12-AA' 2

3. La finala concursului de matematica aplicatd "Adolf Haimovici", profilul stiinte s-au calificat 50
elevi din clasa * IX ® Dupa corectarea lucrarilor, 19 dintre ei au obtinut punctajul maxim. S-au
procedat, obisnuit la o proba de baraj pentru a desemna céstigatorul. Dar, si la aceasta proba toti
cei 19 elevi au obtinut punctajul maxim. Impreuna cu ei am convenit urmatoarea regula pentru
desemnarea castigatorului:

Elevii se aseaza n cerc si sunt numerotati cu 1, 2, 3, ..., 19.

Apoi, Incepand cu cel de pe pozitia 2, fiecare al doilea concurent este eliminat, pana cand
raméane castigitorul.

a) Pe ce pozitie se afla castigatorul ?

b) Dar daca ar fi ramas doar 16 elevi care ar fi participat la desemnarea castigatorului, care ar fi
fost pozitia acestuia ?

Solutie.

a) Fie E,E,,E,,E,,E,,E,,E, E,E,,E,,E ,E,,E;,E,,,Es,Eq E, Eg E, ceil9 elevi.

In prima etapa sunt eliminati: E,,E,, E,, Eg, Eg, Ejy» Eyyy Ejg §1 Ejg coovveereeeeineeneesseisssseees e Ip
Urmeaza: E,E, Eq, E 5, E ;oo Ip
APOL: B E| | E g oo s Ip
In ultima etapa este eliminat E, 5 §i CASHZALOTUL €Ste E, ..u.vvoveerveverireresieeessesesssesse s Ip

b) Fie E\,E,,E,,E,,E,,E.,E,,E.,E, ,E,,E,E,,E,,E,,E, E ceil6elevi.
In prima etapa sunt eliminati: E,,E,, E,, E,, E,y, E,,, E,,, E, .

APOL: By EL E | E s oo Ip
UIMeEAaza: Eg, E 5 cooooiiiiiiiiiiiiiici e s Ip
In ultima etapa este eliminat E, $1castigatorul este E| .......cocceviiiiiiiiiiiiiiiieicecieeeee e Ip

4. Se considera functia f:N — Q astfel incat

f(n+1):f(n)+2;2

n +3n+

2014

(Y N si f(2014)= .
(v)ne N 5i f(2014) =201



a) Sa se demonstreze ca f(n+1) = f(n)+L_ 1

n+l n+2

b) Determinati functia f.

Solutie.

1 1 1 1 ..
a) — = = - , de unde rezulta cerinta .........ccoceeveerieeiieneeneeneene. 2p
n +3n+1 (n+1)(n+2) n+l n+2

b) f(n+1)=f(n)+—— -1

n+l n+2
Dam lui n valorile: 0, 1, 2, ...., n — 1 si obtinem:

Adunand aceste egalitati, membru cu membru, obtinem:
n

F G T () ey T N Ip
n+l
_ - 2014 -
n=2014> £ (2014) = £ (0)+ 7572 F(0)=0 ot 1p
Asadar f(n)zi, (W) 7€ N ottt Ip

n+l1
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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A X-A

1. Se considerd numarul real x=</100 .
a) Determinati partea Intreagd a numarului x.
b) Stabiliti care este numarul Intreg cel mai apropiat de x.
¢) Demonstrati ca existd o infinitate de numere reale pozitive a,a #1 pentru care log,K x este

numdr rational.

Solutie.
a) Cum 2° =32<100<243=3",rezultd cd 2<x <3, asadar [X]=2 ..., 2p

5
b) Trebuie comparate numerele x si %, adica 100 si (%j ,sau 100-2° §i 5° . Cum 100-2° =3200

si 5° =3125, deducem ci x > %, prin urmare intregul cel mai apropiat de x este 3 .......cc.ccceueeee 3p
212 2

¢) Considerdnd a=10", cu re Q", obtinem ci log, x = log  10° = —-g-lgIO = 5—6 Q o 2p
r r

2. Spunem ci un numar complex z este de tip I daca

2’ +1|<1 i este de tip II dacd |z+1|<1.

a) Dati un exemplu de numar complex de tip I care are modulul mai mare decat 1.

b) Demonstrati cd o infinitate de numere complexe de tip II au modulul mai mare decét 1.

¢) Demonstrati ca, dacd un numar complex este atat de tip I cat si de tip II, atunci modulul sau
este cel mult egal cu 1.

Solutie.
< 5. 5 : : 2 25 9
a) De exemplu, numarul z =Zl are modulul |z| :Z >1 sieste de tip I: |z +1| = _E-H :E <1

........................................................................................................................................................... 2p
b) Numerele complexe de tip II sunt cele ale caror imagini In planul complex apartin discului

@(A,l), unde z, =—1. Numerele complexe de modul 1 sunt cele ale cdror imagini in planul
complex apartin cercului unitate ¢(0,1). Evident, existd o infinitate de puncte ale discului 2(A,1)

situate Tn eXteriortl CErculUi @(0,1) ettt 2p

c) Avem: 2|z| =|21| =‘(z+1)2 —(12 +1)‘ S|z+1|2 +|z2 +1| <1+1=2, prin urmare |z[<1 ..c.ccceeeeees 3p



3. Misurarea distantei focale a unei lentile L

convergente se poate face prin metoda Bessel, " »
care presupune asezarea lentilei intre un obiect r
luminos AB si un ecran, considerate fixe, aflate la |
distanta L unul fatd de celdlalt. Se constatd ca ! 4 d ,
! ! A

existd doua pozitii ale lentilei (1 si 2) pentru care B
se obtin imagini clare ale obiectului luminos pe
ecran, iar cele doud pozitii sunt situate la distanta

d una fata de cealalta.

Aflati distanta focala f a lentilei, functie de L si

d. Se considerd cunoscutd formula lentilelor

11 1 A 1" 2

—=—+—, unde p este distanta de la obiect la

f . p . p . . . . e{:l‘an
lentild, iar p' este distanta de la lentild la imaginea

obiectului (pe ecran).

Solutie.
Scriem formula lentilelor pentru pozitiile 1 si 2 ale lentilei:
1 1 1 : 1 1 1 ,

—+—=—, respectiv F =, PP S L 2p

p p f ptd p-d f

Prima relatie conduce la Lf = pp', iarceade adouala Lf =(p+d)(p'—d) wvvorvenenencnienn. Ip

Deducem pp'= pp'+dp'-dp—d’, deunde p'-p=d.

Insa p+p':L§i,deaici,p:L_d,iar p':L;d ..................................................................... 2p

ppv L2 _ d2

A, = o o ettt bt 2

/ L 4L P

4. Comisia centrald a concursului national de matematic "Adolf Haimovici" este formati din cinci
membri. Documentele la care lucreaza comisia sunt pastrate Intr-un seif metalic, Tncuiat cu
lacate diferite. Fiecare dintre membrii comisiei are cheile unor dintre lacate, astfel incat seiful sa
poatd fi deschis atunci cind se Intilnesc cel putin trei membri ai comisiei §i sd nu poatd fi
deschis de doi sau mai putini membri.

a) Care este numarul minim de lacate ale seifului ?

b) Caite chei trebuie sa aiba fiecare membru al comisiei ?

¢) Care este modul de impartire a cheilor catre membrii comisiei ?
Solutie.

a) Conform enuntului, pentru orice grup de 2 membri trebuie sa existe un lacat a carui cheie sa nu se
afle la nici unul dintre ei, dar aceasta sa se afle la fiecare dintre cei trei membri absenti, pentru ca

prezenta oricaruia dintre ei s facad posibild deschiderea seifului ..........ccceeveiriiiniiiniiniinicnnceene 1p
Asadar, numarul minim de lacate este egal cu numarul modurilor in care pot fi formate grupe de
cite 2 membri dintre Ce1 S @l COMISIET ..evuverrrerriierieiieeiiiieeitert ettt ettt eseee s 1p
Numarul minim de 1aALe €S C2 =10 ...iuuiuiimeiriiiiiiecieiieie ettt 1p
b) Pentru fiecare lacat trebuie sa existe 3 chei,

Cum numadrul minim de lacate este 10 trebuie sa existe 30 Chei .......cccceeveeriiiieeiieieeeeeeeeee Ip
Fiecare membru al comisiel va avea 6 Chel .......c.cueouiiiiiiiiiiiiicec e 1p

c¢) Trebuie ca una dintre cele 3 chei al fiecdrui lacat sa se afle la orice grup de 3 membri ai comisiei
si ca la fiecare grup de 3 membri sa existe un lacat a carui cheie sa se afle la acestia i numai la ei
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XIT-A

. a b
1. Fie AeMz(R),A:( d],TrA:a+d,detA:ad—bc.
c

a) Sa se demonstreze ca det(A—xI,)=x"—(TrA)-x+det A, pentru orice xe R.
b) Dacd det(A—1,)=2 si det(A+1,)=4, calculati detA si det(A—21,).

¢) Dacd A*"* =0,, demonstrati cd A* =0,.

Solutie.

F ) 01 [od 1 1 LTSRS 2p
b) Folosind pct a) obtinem 7r(A)=1 si det(A)=2. Rezultd det(A—21,)=4 .ccevrverirrrereenenn. 3p
o) I O 1 1<) 1 OO 2p

1 1

2. Fie f:R\{-1L0} >R, f(x)=x" -(e)‘ —e”lJ. Sé se calculeze:

a) Limitele laterale in punctul x, =0.

b) Limitele laterale in punctul x, =—1.

¢) lim f (x).

Solutie.

@) [ = 0,1, =00 i 3p

b) I :l, T T et bbbttt 2p
e

) THI () =1 oottt 2p

3. Un elev scrie un determinat de ordinul al treilea cu elemente numere reale astfel incat pe fiecare
S < . . o 1
linie si coloand suma elementelor este 1, iar pe diagonala principald toate elementele sunt 5

a) Care este valoarea minimé pe care o poate lua determinantul ?
b) Care este determinantul de valoare minima ?

Solutie.
1 1
— X ==X
2 2
1 1
D=|——x — X 230 m o X ettt 3p
2 2 4
1 1
X  ——=x =
2 2




a) Valoarea minima este % ............................................................................................................ 3p

. s 1
b) Determinantul de valoare minima este cel pentru care x = Qe Ip

4. Pe o insuld triiesc 12 cameleoni. La un moment dat trei au culoarea rosie, patru au culoarea
galbena iar ceilalti cinci au culoarea verde. Dacd se Intilnesc doi cameleoni de doua culori
diferite, atunci ambii 1si schimba culoarea in ce-a de-a treia culoare. Altfel ei nu isi schimba
culoarea. Demonstrati ca:

a) Este posibil ca, la un moment dat, niciun cameleon sa nu aiba culoarea verde.
b) Nu este posibil ca, la un moment dat, toti cameleonii sd aibd culoarea verde. (Observati cd in
orice moment doar numarul cameleonilor de o singurd culoare este multiplu de 3).

Solutie.
a) Notdm cu R numarul cameleonilor rosii, cu G numarul cameleonilor galbeni si cu V numarul
CAMECIEONIIOT VEIZI .ntiiiiiiiiiiiit ettt ettt st et ettt st e st esbaesaeeeabeenbeens 1p

In tabelul de mai jos este exemplificati aceasta posibilitate.

1 /N I/ B A% \% VI

R 3 5 7 9 11 10

G 4 3 2 1 2

\'% 5 4 3 2 1 0
........................................................................................................................................................... 3p
b) Initial avem R =3,G=4,V =5.
Daca se intalneste unul rosu cu unul galben, vomaveaR=2,G=3,V="17.
Daca se intdlneste unul rosu cu unul verde, vom aveaR =2, G=6,V =4.
Daca se intdlneste unu galben cu unul verde, vom aveaR =5,G =3,V =4
........................................................................................................................................................... Ip
Comparam configuratia initiala (3, 4, 5) cu oricare din configuratiile: (2, 3, 7); (2, 6, 4) sau (5, 3, 4),
observam ca doar un numar din oricare configuratie este multiplude 3 .........cccooceviiiieiieieenene 1p

Daca ar fi posibil ca la un moment dat toti sa fie verzi, am obtine configuratia (0, 0, 12) 1n care toate
numerele sunt divizibile cu 3. (FAlS) .....ccccuiiiieiiiiieeiiee et e ae s Ip
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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XII-A

1. a) Demonstrati ci Va,be Z si Vke N are loc egalitatea
a" -b* = (a —b)(ak_1 +a b+...+ab"? +bk_1) .
b) Dacd fe Z[X] sa se demonstreze ca pentru orice a,be Z,a #b , numarul f(a)—f(b) este
divizibil cu a—b .
c) Argumentati ¢ nu existd g € Z[X | astfel incat:
2(2013)=2014; g (2014) =2015; g (2015) =2013.
d) Existd un polinom he R[X] astfel incat h(2013)=2013,h(2014)=2014 si h(n) este
irational pentru orice n Intreg diferit de 2013 si 2014 ?

Solutie.

2) CalCUL CIEMENLAT ....eoeuiiiiiie ettt ettt e tee et e et e e sa e e s bteesabeesateeesabeeesseesnsaesnseesnseas 2p
b)Dacd f=a,X"+a, X" +..+a X +a,e Z[X]

f(a)-f(b)=a, (a” —b")+a, (@ =b"" )+t (a=5)(A=D) cooreeiee 2p

¢) Presupunem ca existd g e Z [X ] cu proprietatea din enunt.

Conform celor demonstrate la punctul b) am obtine (2015-2013)1(g(2015)-g(2013))=21-1,

721 LU 2p

d) Exista & ce satisface cerinta. De exemplu /= \/E(X —2013)(X =2014)+ X covvvrrererereneeene Ip
X X 2

2. Consideram functiile f,g:R > R; f(x)=¢" —l—x—g—;—ﬁ si g(x)=e™

a) Calculati £'(0); £"(0); £"(0): £ (0).
b) Demonstrati ca f'(x)20,Vxe R si f(x)<0,Vx<O0.

c) S se demonstreze ca aria suprafetei cuprinsd intre graficul functiei g, axa Ox si dreptele de
ecuatii x = 0 si x = 1 este un numar cuprins in intervalul (0,74; 0,75).

Solutie.

2 3 2
a) f‘(x)zex—l—x—x——%,Vxe R f"(x)zex—l—x—%,Vxe R



f"(x)=e"-1-x,vxe R fY(x)=e"-1,vxe R

........................................................................................................................................................... Ip
Deducem ¢ £'(0)=7"(0)=F"(0)=F™ (0)Z0 woorrrroroooeceeeeeeeeeeecceeeee e Ip
b)

X —00 0 +o0
f(4)(x) - - - - - - - 0 + + + + + + +
f"(x) + 0N N N+ 0 + 2+ 2+ N +
G R I R R S I
f'(x) + NN N 0 + 2+ 2+ N +
1O R R I O S
........................................................................................................................................................... 3p

1
c) Arla(l"g)zje_xzdx
0
Dar:
g : 1 1
(x)=20 > Z 4+ ) 46 , 4 6
f (x) }36 21t 2 * 6 =>e’ 21—x2+x——x—:>J.e_x dej[l—x2+x——x—de=
Vxe R Ve R 2 6 0 0 2 6
3 5 7 !

e e (204 (S Y Ip
3 10 42 .

Din

x)<0 2 3 4 , 4 6 8
/() :>e"‘<1+x+x—+x—+x—;Vxe(—oo,O):>e‘“‘ <l-x+ -4t o
Ve (—o0,0) 6 24

1 R 1 x4 x6 x8 1 N x3 xS x7 x9 !
= [ede< | 1=+ ==t |dr = [e dx < | x— 4 - || = 0,7474867

) ) 2 6 24 ) 310 42 216)

FINALIZATE ....oeiiviieiieeetie ettt ettt e s e sttt e st e s sabe e s baeeaseesaseeesaseeesbeennsaeenseesnseeenns Ip

3. Avem la dispozitie doud culori rosu si albastru. Notim cu
# multimea tuturor colordrilor posibile (rosu sau albastru)
a varfurilor pentagonului aldturat. La doua colordri ¢ € #

s1 @, € #le asociem colorarea ¢, € # astfel:

i) daca varfurile corespunzdtoare lui ¢, si ¢&,sunt de culori

diferite, atunci in ¢, varful va fi colorat cu rosu;

ii) dacd varfurile corespunzitoare lui ¢ si ¢, sunt de

aceiasi culoare, atunci In ¢, varful va fi colorat cu albastru;

a) Aflati cardinalul multimii # ;

b) Aflati elementul neutru pentru legea de compozitie descrisd pe # .

Solutie.

a) Fiecare varf al pentagonului se poate colora in rosu sau albastru.



Deducem card # = 2X2X2X2X2 =32 .iooiiiieiiriiiiteeenee ettt s s 3p

b) Obtine ca elementul neutru este colorarea in care toate varfurile pentagonului sunt albastre

4. Admitem cunoscut rezultatul:
Daca 2 este o placa omogena  care se identifica cu  multimea

I, :{(x, y)e R*la<x<bh,0<y< f(x)}, unde f: [a,b] — R, este o functie continud, atunci

centrul de greutate a placii P este punctul G(x,, yG) ale carui coordonate sunt:

j.xf(x)dx | ']ifz(x)dx
Xe =5 S ;
jf(x)dx 2 jf(x)dx

Sa se afle coordonatele centrului de greutate ale placii omogene 2 definitd prin
f:lon]—[0,1], f(x)=sinx, 2={(x,y)10<x<m0< y< f(x)}

Solutie.
jsinz xdx J ﬂ dx .
13 1y 2 1 ( 1. j
Yo =< =— —— =l X SIN2X || == 4p
2 ¢ 2 —cosxl, 8 2 0
jsm xdx
0
Evident x, :g (SAU PN CAICUL) ettt et eees 3p



